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We wszystkich zadaniach mamy do czynienia z ukÃladem (X,F , µ, T ), gdzie µ jest
miara̧ probabilistyczna̧ na σ-ciele F , a T transformacja̧ zachowuja̧ca̧ miarȩ µ, nie
koniecznie odwracalna̧. Litera f zawsze oznacza mierzalna̧ funkcjȩ rzeczywista̧ na
X.

Zadanie 3. Niech X = {1, . . . , k}N0 . Niech M bȩdzie macierza̧ stochastyczna̧ k×k
dla której wszystkie wiersze macierzy Mn zbiegaja̧ do jedynego lewostronnego wek-
tora staÃlego dla M , P = {p1, . . . , pk} (wiemy, że jest tak, jeśli choć jedna kolumna
pewnej potȩgi macierzy M jest ścísle dodatnia). Wykaż, że dla transformacji ,,shift”
warunek mieszania zachodzi dla dowolnych cylindrów A i B.

ROZWIA̧ZANIE: Niech A = [a1, a2, . . . , an], B = [b1, b2, . . . , bm], (ai, bj ∈ {1, 2, . . . , k}).
Zbiór A ∩ T−iB ma, dla i > n postać “cylindra”

[a1, a2, . . . , an, ∗, ∗, . . . , ∗, b1, b2, . . . , bm],

gdzie ∗ oznacza dowlony symbol z {1, 2, . . . , k} i gwiazdek jest i − n. Jest to
suma rozÃla̧czna wszystkich cylindrów dlugości i +m zaczynaja̧cych siȩ od bloku A,
kończa̧cych blokiem B, po wszystkich możliwych blokach wstawionych w miejsce
gwiazdek. Miara Markowa pojedynczego bloku, gdzie w miejsce gwiazdek wstaw-
iono blok [c1, c2, . . . , ci−n] wynosi

pa1Ma1,a2Ma2,a3 · · ·Man−1,an

Man,c1Mc1,c2Mc2,c3 · · ·Mci−n−1,ci−nMci−n,b1

Mb1,b2Mb2,b3 · · ·Mbn−1,bn .

Sumuja̧c po wszystkich ki−n możliwych blokach [c1, c2, . . . ci−n] otrzymamy w środku
wyraz macierzy M i−n+1 z numerami an, b1. Czyli dostaniemy

pa1Ma1,a2Ma2,a3 · · ·Man−1,an ·M i−n+1
an,b1

Mb1,b2Mb2,b3 · · ·Mbn−1,bn .

Wiemy, że macierz M do dużej potȩgi ma każdy wiersz bliski wierszowi p1, . . . , pk,
czyli powyższe jest bliskie

pa1Ma1,a2Ma2,a3 · · ·Man−1,an · pb1Mb1,b2Mb2,b3 · · ·Mbn−1,bn .

A to jest dokÃladnie iloczyn miar cylindrów A i B.

Zadanie 4. Udowodnij jak najprościej, że mieszanie implikuje ergodyczność.

ROZWIA̧ZANIE: Gdyby ukÃlad nie byÃl ergodyczny, to istniaÃlby zbiór niezmienniczy
A o mierze µ(A) ∈ (0, 1). Wtedy µ(A ∩ T−nA) = µ(A), co nie da̧ży do µ(A)2.



Zadanie 5. Udowodnij, że mieszanie jest równoważne z nastȩpuja̧cym warunkiem
na zespolonej przestrzeni Hilberta L2(µ):

〈f |g ◦ Tn〉 → 〈f |1〉〈1|g〉
(czyli

∫
f · g ◦ Tn dµ → ∫

f dµ · ∫ g dµ).
ROZWIA̧ZANIE: Z powyższego warunku mieszanie wynika wprost, gdy za f i g
przyjmiemy funkcje charakterystyczne zbiorów A i B. W druga̧ stronȩ: z mieszania
wynika powyższy warunek dla funkcji charakterystycznych. Z liniowości caÃlek po
obu stronach można f zasta̧pić funkcja̧ prosta̧, a dalej z cia̧gÃlości iloczynu skalarnego
można za f wstawić dowolna̧ funkcjȩ z L2 (gdzie funkcje proste leża̧ gȩsto). Narazie
g jest funkcja̧ charakterystyczna̧. Teraz przy ustalonej f ∈ L2 można znów z
liniowości i cia̧gÃlości zasta̧pić g najpierw funkcja̧ prosta̧, a potem dowolna̧.

Zadanie 7. Udowodnij, że jeśli istnieje funkcja wÃlasna o wartości wÃlasnej α różnej
od 1 (czyli f 6= 0 i α 6= 1 takie, że f ◦T = αf), to ukÃlad nie jest mieszaja̧cy (można
korzystać z zadania 5 nawet jak siȩ go nie zrobiÃlo).
UWAGA: Niestety, nie napisaÃlem wyraźnie, że tym razem chodzi o funkcjȩ ze-
spolona̧ i α też zespolone. W nawiasie pod caÃlkami powinno wystȩpować ḡ (co
oczywíscie formalnie nie ma znaczenia, bo ḡ można oznaczać przez g, chodzi tylko
o to, że w zespolonym iloczynie skalarnym wystȩpuje sprzȩżenie). Zadanie 5 z tym
samym dowodem przechodzi dla funkcji zespolonych.
ROZWIA̧ZANIE: Jeśli f jest funkcja̧ wÃlasna̧ o wartości wÃlasnej α, to |f | ◦ T =
|f ◦T | = |αf | = |α||f |, sta̧d |f | jest nieujemna̧ funkcja̧ wÃlasna̧ o nieujemnej wartości
wÃlasnej |α|. Z zachowywania miary

∫ |f | dµ =
∫ |f | ◦ T dµ = |α| ∫ |f | dµ, a co za

tym idzie |α| = 1. Czyli |f | jest po prostu funkcja̧ niezmiennicza̧. Jeśli ukÃlad nie
jest ergodyczny, to nie jest mieszaja̧cy (zadanie 4) i koniec. Jeśli jest ergodyczny,
to funkcja niezmiennicza |f | jest staÃla. To dowodzi, że f jest ograniczona, zatem
f ∈ L2. Teraz możemy korzystać z zadania 5. Wstawiamy f i g = f̄ . Mielibyśmy

∫
f · αnf̄ dµ →

∫
f dµ

∫
f̄ dµ =

∣∣∣∣
∫

f dµ

∣∣∣∣
2

.

Dla każdej liczby α o module 1 (czy jest pierwiastkiem z jedności, czy też nie)
istnieje podcia̧g nk taki, że αnk zmierza do 1. Po tym podcia̧gu otrzymalibyśmy
równość ∫

|f |2 dµ =
∣∣∣∣
∫

f dµ

∣∣∣∣
2

.

To po spierwiastkowaniu i dopisaniu mnożnika 1 w postaci ‖1‖ można zapisać jako
‖f‖‖1‖ = 〈f |1〉. Jest to równość w nierówności Schwarza, a to oznacza, że f i 1 sa̧
liniowo zależne, czyli, że f jest funkcja̧ staÃla̧. Ale to oznacza, że α = 1 (bo funkcje
staÃle sa̧ niezmiennicze, czyli wÃlasne o wartości wÃlasnej 1), co przeczy zaÃlożeniu.
UWAGA: Rachunek nastȩpuja̧cy:

〈f ◦ Tn|1〉 =
∫

f ◦ Tn · 1 dµ = αn

∫
f dµ → 〈f |1〉〈1|1〉 =

∫
f dµ

jest NIEWYSTARCZAJA̧CY. Na ogóÃl caÃlka z funkcji wÃlasnej jest zerowa, wiȩc po
obu stronach mamy zero i NIE MA sprzeczności.


